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1. ФУРИЈЕОВА ТРАНСФОРМАЦИЈА КОНТИНУАЛНОГ СИГНАЛА И ДИГИТАЛНИХ ОДБИРАКА СИГНАЛА
Дефиниција Фуријеове трансформације континуалног сигнала (the continuous-time Fourier transform - CTFT) XC (j ) континуалног сигнала у времену x (t) гласи:
	
,
	(V.5)


[bookmark: OLE_LINK4][bookmark: OLE_LINK5]где је t време (у секундама),  к ружна учестаност (у радијанима у секунди), a j=(-1) имагинарна јединица. Дефиниција Фуријеове трансформације дискретног сигнала (discrete-time Fourier transform - DTFT) XD (j ) дискретног сигнала x [n] (вредности континуалног сигнала x (t) у тренуцима одабирања –nTS) гласи:
	
,
	(V.6)



где је  број одбирка сигнала (nZ), а TS период одабирања сигнала (у секундама). 
Може се показати да примена DTFT доводи до периодичног понављања спектра (периода понављања ωS=2π/TS), при чему важи
	

	(V.7)


као што је приказамно и на Слици V.6. На Слици V.6 је приказан сигнал код кога је испуњен услов да је учестаност одабирања fS таква да је Никвистова учестаност: (fS/2) већа од највише учестаности која је присутна у сигналу x (t). Уколико овај услов није испуњен, долази до преклапања спектра ("aliasing" ефекат).
Из дефиниционог израза (V.6) се види да DTFT оперише над бесконачним бројем одбирака, што није погодно за практичне прорачуне. То је основни разлог увођења Дискретне Фуријеове трансформације (the discrete Fourier transform - DFT), која ради са коначним бројем одбирака, а даје и коначан број одбирака у фреквентном домену.
[image: CTFT i DTFT]
Слика V.6	Однос CTFT континуалног сигнала x(t) и DTFT одговарајуће секвенце дискретног сигнала x[n]

2. ДИСКРАТНА ФУРИЈЕОВА ТРАНСФОРМАЦИЈА (DFT)
Дефиниција дискретне Фуријеове трансформације на секвенци дискретног сигнала x [n], дужине N,
	

	(V.8)


гласи
	

	(V.9)


Експоненцијални члан у изразу (V.9) се назива "twiddle factor", и означава се са Wnk:
	

	(V.10)


DTFT трансформација секвенце дискретног сигнала x [n] дефинисаног изразом (V.8) се може написати као:
	

	(V.11)


Из једначина (V.9) и (V.11) се види да је DFT секвенце сигнала x [n], заправо, дискретна (семплована) (семпловање у фреквентном домену) DTFT исте секвенце сигнала x [n]. Одатле произилази веза између DFT и DTFT исте секвенце сигнала x [n]:
	

	(V.12)


Приметимо да се применом DFT на секвенцу сигнала x [n] дужине N, добија N фреквенцијских коефицијената X [k]:, односно N дискретних учестаности спектра сигнала x (t), за које се на енглеском уобичајено користи термин "frequency bins"; Индекс k одговара учестаности 
	

	(V.13)


Из (V.13), имајући у виду периодичност DFT (која је "наслеђена" одлика из DTFT), и претпостављајући да је N паран број (што је скоро увек случај у пракси), закључује се следеће:


За , .


За , .


За , . 
Једноставно се показује да је спектар, који се добија као резултат DFT-a, симетричан. Графички приказ претходних резултата је приказан на Слици V.7 (за fS=10Hz и N=30).
[image: Figure 2]
Слика V.7	Графичка презентација везе броја одбирка у фреквентном спектру (k) и фреквенције ове фреквентне компоненте (f)
3. БРЗА ФУРИЈЕОВА ТРАНСФОРМАЦИЈА (THE FAST FOURIER TRANSFORM - FFT)
[bookmark: _Toc284939417]Брза Фуријеова трансформација је појам који се користи за ефектни алгоритам за брзо израчунавање дискретне Фуријеове трансформације (DFT). Детаљни опис алгоритма може се пронаћи у [1]; суштина убрзања у односу на поступак израчунавања дискретне Фуријеове трансформације по дефиниционом изразу је да се избегну израчунавања израза чији се резултати међусобно поништавају. Постоје различити алгоритми за прорачун FFT-а. Смањење броја аритметичких операција за један од алгоритама (Radix-2 FFT) приказано је у таблици V.2. Уобичајено је да се FFT изводи на секвенцом еквидистантних одбирака сигнала N чије је дужина једнака степену броја 2:
	

	(V.14)


те су резултати за такве случајеве приказани у табели.
Таблица V.2 Поређење комплексности прорачуна између директне DFT и FFT
	Број одбирака сигнала

	Директна DFT
	Radix-2 FFT

	
	Комплексних множења
	Комплексних сабирања
	Комплексних множења
	Комплексних сабирања

	

	

	

	

	


	128
	16384
	16256
	448
	896

	256
	65536
	65280
	1024
	2048

	512
	262144
	261632
	2304
	4608

	1024
	1048576
	1047552
	5120
	10240


4. ЦУРЕЊЕ СПЕКТРА
У дискретној Фуријеовој трансформацији је имплицитно претпостављено да се сигнал периодично понавља (са периодом N TS), односно негативне до позитивне бесконачности, као што је приказано на слици V.8.
[image: Figure 5]
Слика V.8	Стварни сигнал, узорковани сигнал коначне дужине и сигнал који се обрађује DFT-ом
Као што је приказано на слици V.8, реални узорковани сигнали коначног трајања ће имати тачке дисконтинуитета на крајевима периода узорковања коначне дужине. Величина скоковите промене сигнала који се обрађује DFT-ом зависи од облика сигнала и дужине интервала узорковања. С обзиром да тачке оштрих дисконтинуитета доводе до појаве широког фреквентног спектра, они ће довести и до ширења спектра комплетног сигнала. Ово ширење спектра сигнала, односно ширење расподеле енергије у фреквентном домену се назива "цурење спектра". 
Цурење спектра изазива промену спектра који изазива разлика у облику сигнала који се обрађује DFT-ом и стварног сигнала. Прва разлика је да ће се појавити шум на спектралним компонентама велике вредности, односно појавиће се грешка која се за те учестаности добија као резултат DFT-е, док се за спектралне компоненте мале вредности може потпуно изгубити информација ("маскирати њихова вредност"), односно добити вредност која има огромно процентуално одступање од стварне вредности.
Други механизам промене спектра који даје DFT је следећи. Уколико сигнал садржи спектралне компоненте чија је фреквенција једнака умношку fS / N, DFT ће одабрати DTFT у његовим пиковима (на учестаности које постоје у узоркованом дигиталном сигналу), као и у тачкама спектра DTFT за које је вредност хармоника нула, када DFT такође даје вредност нула. Уколико сигнал садржи спектралне компоненте чија је фреквенција различита од умношка fS / N, DFT више неће одабирати DTFT у његовим пиковима (на учестаности које постоје у узоркованом дигиталном сигналу), као ни у тачкама спектра DTFT у којима је вредност спектралне компоненте нула. Последица је да DFT коефицијенти (одбирци у хармонијском спектру) више нису једнаки нули за учестаности које не постоје у оригиналном сигналу, што се "види" као цурење спектра - у спектру долази до смањења вршних вредности дискретног хармонијског спектра и то појаве малих вредности у околини фреквенције за коју је вредност хармоника једнака нули.
За смањење ефеката изобличења дискретног спектра насталог из наведених разлога, у пракси се користи примена такозваних прозорских функција ("data windowing").
5. ПРОЗОРИ ПОДАТАКА
На слици V.8 приказан је сигнал који је мерен у интервалу коначне дужине. Сигнал приказан на слици V.8 се може посматрати и као оригинални мерени сигнал помножен са функцијом која има вредност 1 у читавом посматраном интервалу (ова функција константне вредности се назива правоугаони прозор) и њеном применом не долази до било какве промене сигнала који се обрађује у односу на сигнал добијен мерењем. Као што је речено у претходном тексту, ефекти цурења (изобличења спектра у односу на спектар који би се добио дискретизацијом DTFT) се могу смањити смањењем дисконтинуитета сигнала на крајевима интервала. Из ове чињенице произилази идеја да се одбирци мереног сигнала множе са прозорском функцијом чија вредност опада ка нули како се тачка приближава крају интервала. Ако би вредност ове прозорске функције на крајевима интервала била нула, у сигналу који настаје множењем ове функције са одбирцима мереног сигнала потпуно нестаје дисконтинуитет на крајевима интервала.
Да би се смањило цурење спектра, прозорска функција треба да има мале вредности на крајевима интервала и треба рапидно да опада ка крајевима интервала. Илустрација ефеката примене Hamming-овог прозора, приказаног на слици V.9, приказана је на слици V.10.
[image: Figure 7]
Слика V.9	Hamming-ов прозор.
Илустрација примене Hamming-овог прозора је дата на примеру сигнала који садржи две хармонијске компоненте, односно који је једнак збиру две простопериодичне компоненте различитих учестаности. Једна од учестаности је једнака умношку fS / N, док се друга налази између две учестаности које су једнаке умношку fS / N. Примена DFT, без прозора, за учестаности које су једнаке  умношку fS / N даје јасан јединствен пик у фреквентном домену, док се за учестаност која није једнака умношку fS / N појављују "репови". Након увођења Hamming-овог прозора, елиминишу се "репови", пикови се задржавају на истом месту где су били када је примењена DFT без примене прозора, али они више нису тако оштри.
[image: ]
Слика V.10 Пример ефекта Hamming-овог прозора.
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7. ПРИМЕР
Снимци струје лука (окер график) и напона (зелени график) на електродама лука су приказани на слици V.11.
[image: D:\Posao\Radak\Lab Vezba\Osciloskop - neki snimci sa hardvera\Osciloskop - neki snimci sa hardvera\ALL0013\F0000TEK.BMP]
Слика V.11 Снимак струје и напона лука.
Обрада сигнала струје:
На слици V.12 је приказан график промене струје после издвајања 2000 тачака (од укупно 2500 регистрованих узорака сигнала), мерених са периодом 10s = 0.01ms. Применом Матлаб програма ObradaSignala_odseceno.m добија се спектрални састав сигнала приказан на слици V.13, односно V.14 (увеличан део спектра са слике V.13); пик се јавља на 50 Hz.
На слици V.15 је илустрована зависност напона од струје у току једног периода мрежног напона (20 ms).
[image: ]
Слика V.12 Струјни сигнал који садржи 2000 тачака.
[image: ]
Слика V.13 Спектар струјног сигнала са слике V.12

[image: ]
Слика V.14 Увеличан део слике V.13 - део спектра струјног сигнала са слике V.12.
[image: ]
Слика V.15 Зависност напона од струје у једној периоди сигнала (20 ms).
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